CONCURSUL NATIONAL DE MATEMATICA APLICATA
"ADOLF HAIMOVICI"
ETAPA JUDETEANA - 12 martie 2011

Filiera teoretica, profil umanist

BAREM DE CORECTARE CLASA A IX-A
1.

a) Sa se demonstreze cd n+1<n(n+3) <n+2,(V)ne N°

b) Sa se calculeze suma

S = [\/2 -5 ] + [\/3 . 6] +...+ [\/ 2010- 2013] , unde [x] este partea Tntreagd a numarului real x.

Solutie:
a) n+1<n(n+3) <n+2=n* + 20+ 1S 430 S H40+4 i, 4p
B) [\11(053) |21 2p

(3+2011)-2009
S=3+4+5+..42011=

=1007 20009 ...ooriiiiieiieieree e 1p

2. Consideram patrulaterul convex ABCD si punctele M € (AB),N € (CD) respectiv P (AC)
astfel incat AM +3BM :6, DN +3CN =0 si AP+3CP=0.

Demonstrati cd daca (BC)||(AD), atunci

a) (MP)||(BC);

b) Punctele M, N, P sunt coliniare;

¢) MN = ~(AD+3BC) A .
4
Solutie:

c

N
D
) AM =3MB, AP =3PC = (MP)||(BC) ..ceeserrreveeeereeseneeeeeosesseseseeeisssseeesesssss s 2p
D) AP =3PC, DN =3NC => (PN)|[(AD) weoooeereereeeeieseeeeeisseeeeeessssseesiessee e ssesons Ip
(BC) || (AD), deci MN,P SUNE COIMIATE ....uvuvrerierienieieeiseeeieeseeseee e 2p
&) MN = MP+PN =2 BC+~ AD =+ (AD+3BC) v 2
4774 4

3. Lui Doru i-au venit in vizitd colegii de clasi. Mama lui I-a intrebat cati oaspeti au venit. Doru a
raspuns: “ Mai multi decat sase”, dar sora sa de alaturi a spus: "Mai multi decat cinci”.

Cati colegi i-au venit in vizitd lui Doru, dacd se stie ca un raspuns este corect si altul nu ?

Solutie:

Fie n numarul colegilor aflati in vizita la Doru.

Daca presupunem cad Doru spune adevarul, atunci sora sa minte, deci sunt mai multi invitati decét
sase si mai putini decat cinci. CONTRADICTIE ......cccccoiiiiiiiiiiiiiietceeeete et 2p
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Prin urmare Doru minte, deci sora sa spune adevarul .........cccccecueriiiiieniiiniinieinienie e 2p
Asadar sunt cel mult sase colegi si mai multi deCat CINCT ...c...eevueerieriieniiiriinie e 2p
n<6
THEN DI T O 1p
n>5

4. Sa se Imprejmuiascd un loc in forma de dreptunghi cu un gard lung de 120m. Ct trebuie si fie
laturile acestui dreptunghi astfel incat aria locului sa fie maxima ?

Solutie:

Realizeazad un deSen COTESPUNZALOT ....eovveerueertieriiieieenieeniteet et e steestteeabe et enbeestesteesbeesbaesbeesabeenbeens 1p

Din 2L+21=120= L4+1=60=>L=00—1 ..ccccceeviriiiiiiiriiiiiiiiiieie e Ip

A=LD=(60=1) L =600 =17 ..ottt 2p

Maximul este atins in varf deci A, = —4A = &:)0 =900/ oo Ip
a

Dreptunghiul cautat este patratul de [aturd 7 =30/ ......ccccooiiiiiiiiiiiiiiiiie e 1p
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BAREM DE CORECTARE CLASA A X-A

1.Seddsuma S, =1!"1+2!2+3!-:3+...+n!"n,ne N".
a) Demonstrati ca n!'n=(n+1)!-n!,Vne N", unde n!=1-2-3-...-n.
b) Calculati S, .

Solutie

2) DEMONSIIATIE .....oiuieit i 3p

D) In= (211D + (312D 4 oo+ [MAD IR e, 2p
S =M 1) ] = L e e 2p

2. Un elev a inceput si citeasca o carte pe 1 mai. In fiecare zi el a citit acelasi numar de pagini si a
terminat de citit cartea pe 31 mai. Daca in prima zi el ar fi citit de patru ori mai putine pagini si apoi
in fiecare zi urmatoare cite o pagind mai mult decét in ziua precedenta, elevul ar fi terminat de citit
cartea tot la data de 31 mai. Cate pagini are cartea?

Solutie

Fie n — numarul de pagini Citite T fIECATE Z1 .......cocuerviiiriiiiiiiiiieeiiet et 2p
31.n:ﬁ+(ﬁ+1j+(%+2j+...+(ﬁ+30j ..................................................................................... 3p
FU= 200 ettt h et h et bt e h e bt et e bt bt e et e he et eat et e e bt e beebeeten Ip
Cartea are 3120 =620 PAZINT .ouveevvevereieieiieie ettt ettt e st e e beesee st e et enbesseesesaeeneeeses 1p

3. Se dau multimile:

A ={(a,a,a)/ac 1};

B={(a,b,c)/a+2b—-3c=0,a,b,ce 1},
C={(a,b,c)/a+3b—4c=0,a,b,ce 1}.

Demonstraticd A=BnNC.

Obs. Douda multimi X §i Y sunt egale dacad si numai daca X Y si Y <X .

Solutie

I'YAcBNC

Y(a,a,a)e A = (a,a,a)€ Bsi (a,a,a)e C,adicda AcBsi AcCC=>AcCcBNC........ccceccceee.... 3p
2)YBNCcA

. a+2b-3c=0
Fie (a,b,c) e BNC= =>b=c=>a=b=(a,bc)=(a,a,a0)e A=
a+3b—4c=0
S B A e ettt et st sttt e st sree e 3p
Din I°) s1 2 )= A= B C i e 1p
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4. Demonstrati cd expresia datd mai jos nu depinde de x:
= ! + ! +..+ _11 —n_l-logix,ne N*\{1},x>0,x 1.
log 2-log 4 log 4-log 8 log 2" -log 2" n

Solutie

NOLAM 108 2 =1 oot e Ip
1 N 1 - 1 _n—l‘l )
12 st tz-(n—l)-n T s p
RN UR USSR SR AR .
717327773 - L
1 n-1 n-1
—Z—Z‘T— nl'z .......................................................................................................................... lp

E = 0 et ettt ettt et e e bt e et e et e sabe s Ip
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BAREM DE CORECTARE CLASA A XI-A

1. Pretul unui obiect s-a ieftinit cu 75% si apoi noul pret s-a scumpit de doud ori consecutiv cu
acelasi procent p% , dupa care obiectul a ajuns la acelasi pret ca la Tnceput. Aflati cu ce procent a
avut majorarea de pret.

Solutie:

Notam cu x pretul initial

Dupa ieftinire obiectul costa: x—ﬁx = i .................................................................................. Ip
1 r
Prima scumpire: —x+— — X = I [ e 2p
4 100 4 100
2
A doua scumpire: (1+LJ‘£+L(1+ P j £—(1+Lj A e 2p
100/ 4 100 100) 4 100/ 4
2
Deci (1+ij e 111 /OOy 2p
100

2. La olimpiada de matematicd elevii unei scoli au obtinut urmitoarele rezultate grupate in tabelul
de mai jos:

Punctaj (x,) [40,50) | [50,60) | [60,70) | [70,80) | [80,90) | [90,100)
Frecventa (n,) 16 26 35 47 24 13
a) Sa se completeze tabelul cu frecventele absolute cumulate crescator;
b) Sa se calculeze valoarea medie a seriei statistice;
¢) Sa se calculeze mediana si s se compare cu valoarea medie.
Solutie:
a)
Punctaj (x,) [40,50) | [50,60) | [60,70) [70,80) [80,90) | [90,100)
Frecventa (n,) 16 26 35 47 24 13
Frecventa absolutda
< < 16 42 77 124 148 161
cumulata crescator (N, )
.......................................... 2p
b)
X, 45 55 65 75 85 95
n, 16 26 35 47 24 13

)—C_45-16+55-26+65-35+75-47+85-24+95-13_ 1

6126035 L AT 2 2AT13 e s p

72041430+ 227543525+ 2040+1235 11225

= - = - Z 00,7 e Ip
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c) clasa mediana = prima clasa din seria frecventelor cumulate crescator céreia 1i corespunde cel
putin jumatate din numarul indivizilor, deci in cazul nostru clasa mediana este [70,80)

. —N.
Mediana este datd de formula: M, = L+M -k ,unde

n.

4

L = limita inferioara a clasei mediane;

N
—,daca N = par

C,, = cota medianei, adica C,, = N+l , unde N este populatia statistica
+

daca N =impar

N; ;= frecventa absolutd cumulata crescator pana la clasa mediana;
n; = frecventa absolutad corespunzatoare clasei mediane;

k =(x,, —x,) amplitudinea clasei mediane.

Deci L=70,C,, = 161;1 =8LN, =770, =47,k =80=T0=10 ..ccvereirriirireieirererceeee Ip
Me:70+81_77-10:70+4i7570+0,085=70,085 ................................................................... 1p
M, > K e Ip
3.

a) Sa se studieze dacd grafurile din imagine sunt

izomorfe.

b) Fie G un graf cu n varfuri (n = 3) si m muchii astfel

incat m>C> . Sa se arate cd G nu are varfuri izolate.

Solutie:
a) Doua grafuri sunt izomorfe daca au acelasi numar de noduri, acelasi numdr de muchii si daca
exista o numerotare a nodurilor din fiecare dintre cele doua grafuri astfel incat:
1. Daca doua noduri din primul graf sunt unite printr-o muchie atunci nodurile
corespunzatoare din al doilea graf sunt unite printr-o muchie;
2. Nodurile corespunzatoare au ordine egale (ordinul unui nod reprezinta numarul de muchii

CU CATe eSte CONECLAL LA GTAL) .evvvvueeiieiiiiiie ettt ettt ettt et stte e s beesnteesaeeesaseesnee s Ip
Se constata ca au cate 8 noduri , cate 10 muchii si fiecare graf are 4 noduri de ordin 3 si 4 noduri de
(0314 110U Ip
Daca constatarea se face fara a da definitia de mai sus se acorda si punctul corespunzdtor
baremului
Grafurile nu sunt izomorfe deoarece nodul din stinga sus din primul graf este legat doar cu un
singur nod de ordin 3, in timp ce in al doilea graf este legat cu doud noduri de ordin 3 .................. 2p
b) Presupunem prin reducere la absurd ca graful are un varf izolat ..........ccccccevvieriniiieniieeniieeieenne 1p
Atunci numirul maxim de muchii pentru cele n-1 varfuri rimase este C. | ...eveeereeerrerrenieereennenn. Ip
Contradictie CUAPOLEZA 713> C2 | wuvvrieieeireeeiiieeie ettt 1p
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4.

a) Desenati un graf regulat de ordin 3 cu 8 noduri;

b) Demonstrati cd numarul de noduri ale unui graf regulat de ordin 3 este par.
Solutie:

a) Un graf se numeste regulat de ordin k daca fiecare nod are ordinul k.

De exemplu et e et senm e eeesee 3p

b) Intr-un graf regulat avem:

- suma ordinelor nodurilor este egala cu dublul numarului de MUChIi ..............ccoccoevveevvcnnceneennee. Ip
(Daca elevul nu da aceasta definitie dar o foloseste corect in rezolvare, se acorda si acest punct).
Presupunem cd numarul de noduri este impar §i atunci suma ordinelor nodurilor este impara.
Contradictie deoarece suma este egala cu dublul numarului de muchii ..........cccooceiiiiininniinne. 3p
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BAREM DE CORECTARE CLASA A XII-A

01 1
1. n M 3(R)se considera matricea A={0 0 2.
0 0O

a) Demonstrati cd A’ =0, si det(I, +A)-det(I,-A+A*) =1.

b) Calculati 2A +3A% +4A% +...+2011A2010
¢) Calculati (I, +A)",Vne N".

Solutie
) Ay = 0 oot 1p
det (I, + A)-det (I,— A+ A”) = det | (I,+ A) (I,— A+ A”) | = det (I + &) =
Sdet (1,4 0,) S det I =1 oo 2p
D) Din A’ =0, => A" =0, (V)23 oot Ip
0 2 8
2A43A% 4.4 2011A™ = 244347 =1 0 0 4 | oo 1p
000
Q) (I,+A) =CL +CHTA+CIL A+ CILT A ot 1p
1 n n
(I3+A)":I3+nA+@A2: 0 1 27 | ettt 1p
00 1

3. Pe multimea R se defineste legea xoy = \3/x3 + y3 ,Vx,ye R.

a) Demonstrati ca (R, ) este grup comutativ.

xoyo(2)=1

b) Determinati x,y € R astfel incat { 3 3
X -y =-7

Solutie
a)
Parte STADIIA ......oooeiiieiiece et et ettt et e e st e e s bte e s tee s bt e e snbeeensreann Ip
ASOCTALIVITALE ..ottt et et e et et et e et teee e et et e et e e et e et e et e esseeeaeeemteamseanseeeneeenseenseeaseesneesnseenseaseans Ip
COMUEALIVITALE .....eeeteetieeeie ettt ettt et et e etteette et e e bt e st e e nte e s e e st e eseesmeeemteemse e neeeneeenseenseesseesneeenee 1p
Element neutrtl € =0€ IR .oooiiiiiiiieiie ettt ettt ettt e st e e s be e et te et aeenteesabeeens Ip
Element SIMEtric X' =—X€ R ..ottt Ip
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b){xoyo<—2>=1 @{3/x3+y3—23=1

x3_y3:_7

o s . . . N e .. .
3. Daci tatil ar avea cu 7 ani mai mult decat are, atunci varsta actuala a fiului mai mic ar fi g din

N . . . ) N R e . N
varsta tatalui. Peste 15 ani varsta fiului mai mare va fi E din varsta tatalui. Sa se determine varsta

fiecaruia, daca peste 18 ani suma varstelor celor doi copii va fi egald cu varsta tatélui .

Solutie
Notam f, F si T varstele fiului mai mic, mai mare si a tatalui

T+7=6f
(F+15)-2=T+15
(F+18)+(F+18)=T +18
F=7ani; F=10ani; T =35 QN1 ..ccooooviiiiiiiiiiiiiieeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee e 3p

4. Pentru golirea unui bazin cu apa se utilizeazd trei robinete. Timpul de functionare a fiecdrui
robinet §i cantitatea de apa evacuatd exprimatd in hectolitri sunt 1n tabelul de mai jos. Sa se
determine debitul 1n hl / ord a fiecarui robinet.

Robinetul 1 | Robinetul 2 | Robinetul 3 | Cantitatea de apa evacuata
(nr. ore) (nr. ore) (nr. ore) (hl)
2 ore 3 ore 6 ore 220 hl
3 ore 2 ore 6 ore 210 hl
2 ore 2 ore 3 ore 145 hl
Solutie:
Notam cu d,,d,,d, debitele in hl/ ora a celor trei robinete.
2d,+3d, +6d, =220
B, +2d, +6d; =210 (oo 3p

2d, +2d, +3d, =145

d; =20 hl/ora; d> = 30 hl/ora; d; =15 hl/ora
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